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§1.5
.

Hombres complexes .

[DZ
,
Annexe B)

On a vague léquahon ✗2=2 n'a pas
desolation dans Q

.

Maintenat : l'equation ✗2=-1 n'a pas
de solution dans IR

.

Exercise : Dérirer a
' partin des axioms de IR (DZ 81.1.3]

(1) Six > 0 ⇒ - ✗ a- 0 the IR i ✗ 20 ⇒ ✗ + C-x) z - ✗ ⇒ 02 C- ×)

(2) the IR O '

✗ = 0 : O ' ✗ = (0+-0) •✗ = 0 - ✗ + 0.x ⇒ 0=0 . ✗ V-✗ c- IR

(3) V-✗ c- IR
,

✗ • ✗ = C- x) - C- x) >_ 0

Dém : 0=0 . ✗ = (✗+ C- xD .✗ = ✗ • ✗ + 1- x) . ✗ = 0 ⇒

fxtx-X.tl/)---(x.x)O---O.tx1=lx+fxH-fx)=x.tx)+txH-x)=O--sx.fx)--fxtx=-Cfx1.( ⇒
⇒ ×. ✗ =L-✗1.fx )

.

Six > 0 ⇒ * ✗= 1-x) ✗1>-0 .

Si ✗ ← 0 = > -✗so ⇒ fxj.fi/j=x.xzo } ⇒ ✗•×> 0 HEIR
.

(4) - 1<0

Dém : 1,1--0=>-1+-0 .

Si - 1>0 ⇒ (-11.1-1)--1.1--1>0 absurd puisgue -1>0 Cairo)
axiom ⇒ -1<0

.

Par (3)
,
✗220 the IR

Alers (3) et (4) ⇒ ×? -1 n'a pas de
solution dans IR

. F

Alors on introdnitle symbol "

i " teh
que
i 2=-1



-30-On consider les expressions
de la forme {z=a+ib} -9/-6 , oh a.be/R

avec les operations suivantes :

G) lati b) + (ctid) = (a +c) + i(b+d) associative
. commutative

3-
'element neutre (0+0)=-0

3- oppose
'

pour latib ) : 1-a-+ itb)) + (a + i b) = 0+0=0 c- E.

4) Latif ) . (Ctid) = ac - bdtifadtbc) associative
,
commutative

Filament neuitre :(1- + iO) = 1 : (at :b)H+iO)=a+ :b
Size 1C

,
2--1-0 ⇒ F z" c-① tel

que
z - z

- 1--2--1.2=1

Proposition Soit 2- = at:b -1-0 ⇒ E =¥,
12-+0=>0+84-0)

"

Verification : Cat :b)aa÷÷, = a;giEÉÉ= a :b '

⇒2
= 1

.

2- = at :b -1-0 ⇒
z
" =%+¥

Exercise : vérifier la distributorité : 2-
, (2-2+2-3)=2,2-2+2,2-3 tziitzitz C- 1C

Done ① est un
corps

comment-atif



¢ n'est
pas

ordonné : Si i > 0 ⇒ i' = -1>0
absurd puisque
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i< 0 ⇒ tiY= -1>0 } -1<0 dans Ric.

On a deux racine complexes de l'équatim 2-2=-1 :

zi-i.ee/-zz---i.3formesdesnombrescomplexes .

iR

Forme cartesienne
PIMP = f. . . . -t.Z-a-ibz-a-iba.GE/R

,
Fyi,

- = Rez + iImz a=pcos4|R→

parlieréelle
"

partieimaginaire Forme polaire (trigonometrical )
Rez -

- AER Imz -- GEIR 2- =p (coltish 4)

pzO.pe/RLemoduledez-:Rez---pcosY.Imz--psihY1zdt--ÉImz'=F+ÑZ0 lzt-zl-ps.li# =p >_ 0

12-1=0 ⇐> 2- =D le module de 2- =p
L'argument dezt-OYestdiefnia2a-kpr.es,

KEZ
p -1-0 ⇒ s.hX=Im , cosy -_Rf±
tgY=II÷= kasia -- Rez -1-0



Comment trover liargument down nombre complexe z=a+ib ? -32-

On utilise la function Arcfgx
Arcfg :

R→ ]- I. El

Si 2- = at :b
:
a > 0

,
odors

f-
argz c- ] - E. If ⇒ b-

-

Ñ=argZ
argz = Arcfg -1 c- ]- E. El a

d 2kt pies ,
KEI

Si z=a+ib
,

a < 0
,

odors
q qArctg£ -1-4

✗ =

arg -2 c- ] 3¥ I 1.
- -

- - b

argz = Arctgba -11T 4-- Arctg £+1T

in 2kt pies , KEZ
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Si Rez = a = 0 ⇒ argz = Iz
,

Si Imz = to > 0 Z

µ=argz=E
argz = 3¥

,

si Im 2- = b < 0
✗=argz=3Iz

.

Remarque L'argument de z est difini sentiment pour les nombre
complexes mon nuts

.

Troisieine forme de 2- C- ¢ : la forme polaire exponentidle .

Déf Soit z = ✗+ iy c- E. Alors eZ=exp(z)Éte×(cosy + isiny)
¥É Kexp réelk

Si z = ✗ C- IRC ① ⇒ Et ⇒ ④ (cos O-iisi.no ) = et (-1--0)

Si z = iyei IRC ¢ ⇒ d- = cosy + isiny (✗ = 0)

lit = cosy + is .my Formule d. Euler YER
On a : ①' +%)

, = cos (4+42) + isinfy, -1yd = cosy , cosyz-s.hyikkya-ifschy.co/i-cosyi1hyz)fiH?li9=(cosy.+is.ny.)(cosyr-isihya ) = cosy , cosy, - thy.sn/n-ii(agyis.hyi+s.hyiosy4))Siy,--yrt2ka-=seH--ei(Yit2ki)=cosCy
, -12k¢) + is.nl/--2ki)=cosyz+isihyz--li "

⇒ eiteik.li WH) et e 'T' = ei " si y , -4=2 kñ, KEI.
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fit = coi + is,ñÉ = -1 ⇒ = -1 Formula diEuler ,y=I

Rappel: forme polaire trig : 2-
=p Koskinen ⇒ z=péY la forme polaire

exponent.dk✗
pardéf

2- = Rez + i Imz = 12-1 (aglargz ) + is .n(argz )) =/zleiargz
- les 3 fornes
d.un nombre complexe .

carksienne poeaire trigonometricwe ← polaire exponential
ideologue

on
'

12-1 =FÑImzT le module de z

si 12-1--10 ⇒
argz

= Arctg (IpI÷) ,

si Rez > 0

defini a' 2kt
= Arotg.IM#.)+i,siRez- <0} pies

,

f.ez

= Iz Si Rez -- O et Imz > 0

= 3¥ si Rez -- O et Imz < 0

Remarque :
Forme polaire 2-

=p
Koski sink) =p

lie
12-1=p ,

4-
argz .



→
☐
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Ext z= 1- i Forme polaire ?

12-1=1%5 -

- R ; argz= ?
Rez =L >O⇒argz=ArctgIpI¥=

=Arctg¥=Arctgf1)= - ¥

- if .¥÷¥
E×2 2- = 305¥ Forme cartesienne ?

2- = 30 =3(cos '5¥+isin¥) =3 f- E- + i.E) = -3¥ :& ; ;=3÷_5
Iz Emz -3¥

Multiplication enformepolaire .

Proposition soientzi-f.li " , zz-p.li
"

deux hombres complexes , -1-0
Alors ziz , =p,p,ei(4th)-

Dém : Z
, -7 , =p ,

lcosy.tis.NU, )p<H+ismk)=
= pifzkcosY.aoslh-s.nl , smh ) + i(aol.smktcosks.HN/---fpz(cosl4-k)-isin(Y.-ilh))=p,p,eitl'+ %)

☒



S; Z , =/Z , / liars
"

,

2-
< =/zzleiarg

"
⇒

2-12-2=12,112-21 ei(argZHargZz) ☒

4+-8E-✗ 3
.

soit 2- =eiY 12-1=1 ☒
☒*¥

•*.

"

W -

- ein Iwl =L

Alers z .w=eite+O )
1

Division en forme polairez-lzleiargZ.z.to
⇒z-feix.gs > 0 ⇒ z-i=§éi✗
Dém : z.z-t-peiY.fe-iY-g.1-p.eitl-H-1.ci -0=1 THE

Si z ,= 12,1 eiar9Z '
,

2-2=12-21 liar's"
,
zz -1-0

⇒ 2¥ = l¥÷ei(ar9 "
-

V9")
,

lz.to
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Proposition .

(Formule de Moine )

Pour tout p
> 0

,
YER

,
n c- INF on a fp(cosll-iis.nl/Y--ph(coslnH+isinlnYD(pliY)h=pneinYFormulede Moine

Dém : (par recurrence )
10) Proposition qui depend de n c- IN (n > m

←¥

.me/N)Initialisaton:HDeinonberquePropest-VRAIEpourn-0 In =m)
tlérédilé : (2)Démontrer que si Prop est vraiepourn-t.cl/V.alorselleestrraiepourn--k+1
⇒ Alers Prop est vraie pour n%n=1%n=2n=3 . .

.

tout n >_ 0 . Cnzm)

Initialization : n --1 ⇒ Ipe
")
'

=p
ei" TRAI

Hérédilé : Supposom que Propestrraie pour n=keÑG⇒féÉ) .
Démontons

que Prop est rraie pour n=k+1 . park supposition
ei 4)

""
= fpe.ie/k.(pei4)-Epr.eiri.#=PMtKmlaiepk-1eilk4-ll)=pr-+ ieilktl)Y ✓

⇒ Par récurrena la Proposition est rraie pour tout next ☒,


